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Outline 

•  Two‐dimensional gyrokine7cs: Dual cascade 
by nonlinear phase‐mixing 
– Equa7ons + cartoon physics 
– Phase‐space spectrum 
– Generalized FjørtoY argument for dual cascade 

•  Dual cascade simula7ons 
– Setup and ini7al condi7ons 
– Decay laws 
– Shell‐to‐shell spectral transfer func7on 



The Equa7ons 

Two‐dimensional electrosta7c gyrokine7c system: 
“Gyro‐averaged” ExB velocity 

Quasi‐neutrality 

                              is the phase‐space 
density of ion gyrocenters. 



Intrinsic scales 

We will focus on fluctua7ons at Sub‐Larmor scales:  

velocity scale:                                spa7al scale: 



Par7cle mo7on 
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Cartoon of Phase Mixing 
(Passive advec7on of tracer par7cle distribu7on fTr) 



Collisionless Invariants of 2D 
Gyrokine7cs 

“Generalized free energy” 

Electrosta7c invariant (only in 2D!) 

Actual free energy (electrosta7c): 



Wavenumber spectrum for posi7on and velocity space: 

Phase‐space spectrum 

Hankel‐Fourier transform 

Thus the spectra are defined: 



Navier—Stokes:  
Simple mechanism for dual cascade  

[FjørtoY 1953] 

Inspec7on of the coefficients reveals that the intermediate 
wavenumber is either only a source or only a sink. 



Three‐scale interac7ons in phase‐
space: (k1, p1), (k2, p2) and (k3, p3) 

k = p 

and 



Three‐scale interac7ons in phase‐
space: (k1, p1), (k2, p2) and (k3, p3) 

and 



Three‐scale interac7ons in phase‐
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Three‐scale interac7ons in phase‐
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FORBIDDEN 

but 



Three‐scale interac7ons in phase‐
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and 



Three‐scale interac7ons in phase‐
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Three‐scale interac7ons in phase‐
space: (k1, p1), (k2, p2) and (k3, p3) 

Unconstrained  Enhanced FjørtoY‐type 

•  Relaxa7on of free energy among three wavenumber pairs 
forces inverse transfer of electrosta7c energy. 
•  This corresponds to an inverse transfer along the diagonal in 
phase‐space spectrum 





















Shell‐to‐shell transfer 



Shell‐to‐shell transfer of W 



Shell‐to‐shell transfer of E 



Shell‐to‐shell transfer E 
(random ini7al condi7on) 
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